



































































































ChapteRl RealnumbersandFunctions

I I setsandfunctions

집합set 원소element XES XES

AEB Ais subsetof B A는B의부분집합

A B AandBareequal 같은집합 i AEBandBEA

ACB AispropersubsetofB IA는B의진부분집합 AEBand FB

AUB AunionB A AintersectionB A complementofA v A

昨脛胤舶 if핛 騈
이상정의가능

뻬

Afunction is a nonemptysetX a nonemptysetY and aruleofcorrespondencef
whichassociatedwitheachelement XtX a uniqueelementyEY

notation if쎄 f X Y
yis calledtheimageofXunderf Xis called aprimage원상ofy
graphof f graft is a subsetofNYandisdefinedbygrif이1X세 til

ㅴ
세계2 X o is grif 1NT XETo1기
y a

grfi 제






































































































I.seTheNaturalNumbers i자연수집합

PeanoPostulates 페아노공리

P2Foreach neN 크HeINcalled A successor비로뒤의원소ofn

琬蝴

age in

BForeach neN At l i 1은1N의어떠한원소의successOR가아니다

P4Foreachpairn.meINwith ntm Atm ofnaturalnumbers
P5ThePrincipleof Mathematical induction 수학적귀납법의원리

다 a 肛 如 a em apmmy 昨月

A 선 내 門附丹

then Aㅖ

때 beshowntobe

Namingthenaturalnumbers intheconventionalway

a lEN i PI

b AEN EP2and I干化 P3
NameA 2 then 2 INand H2

e 자EN P2 and stt1 P3 자 2 P4 since sit stt F P4 2 I
NameSt 3 ithen1 2 3 EN aredistinct

Bycontinuingtonamenaturalnumbersinthiswayindefinitely
weget asetA 112 I ofdistinctnumbers

Asatisfiestheinduction hypothesisofP5 A N 112 I

Def1.3

Addition t ni rtforeach neIN
nyt mptforeach nENand pEN

Multiplication o n l nforeach neN
np nptn foreachMENandPEN






































































































Propertiesofnaturalnumbers

Associativelawforaddition 덧셈에대한결합법칙
min p MtntpforallmnpEN

pfI LetmineNbefixedbutarbitraryanddefine A이PENMtnpintailAEIN means unique

Claim A IN bymathematicalinduction

i 1 A sina.cmn 1 맥nT mft Mt멕
add add2 add

itpEA p eA

minHp I백n十門
一七몍ripit Mt n mintpit

add2 adda
7

add2 sina.peA
Thus mtnHp mtntp foreverynaturalnumberp
Sincemand n werearbitrary theassociativelawforadditionis establisheda

Commutativelawforaddition 덧셈에대한교환법칙
min n m forallmnEN

Distributivelaws 분배법칙
p min pm pn Mtn p MP t np forallmn.PEIN

Associativelawformultiplication 곱셈에대한결합법칙
i mmp m np forallmn.pe

NCaneHationlawslptm

ptn sm n forallmnpEN
2 pm p n m대 forall m.n.peN






































































































pfof I
LetScpbethestatement ptm pthimplies men
Sci Hm Hn At it m n byP4 ThenSci is true

Suppose Scp istrue
If pttm Atn then Hptm HP n Hpm H4자n
SinceSa Scp are true ptm.ptn m대

i apH istrue四

It followsfromtheprincipleofmathematical inductionthatScpis trueforanynaturalnumberpthatis ptmptnt.mnforall man.peIN
proofof 도같은방식으로증명하면됨

Orderrelation순서관계 lessthan
manprovidedㅋPENsuchthatmpin

Since ntl it forevery nEINa hat andso K2 3

Lawof trichotomy산분법 Thefollowinglaw isfundamental
andcanbeprovideddirectly

FreverypairmanEINexactlyoneofthefollowingholds fromthedefinitionoftheorder
lamen b m n c M개 relation inNice

Thm1.2 Well orderingprincipleforN 자연수의정렬원리

Everynonemptysubset AEN has a firstelement
ithatis thereis a peAsuchthatpeaforevery a EA

pf everynonemptysubset이니까귀류법사용
Weassumethat A has nofirstelementandshowthatthis leadsto a contradiction

iThen MA 0 bythe lawof tintomy 모든원소에대해M Aunt






































































































Hence Ka foreach at A lEM

AssumepEM p a foreach aEA

If ptlEA.ptI wouldbethefirstelement in AtpEM
Mcontradiction to our assumption that Ahasnofirstelement
ThusptlEA so ptl a taEA

HenceptiEMandbyinduction 먀IN ButM7A 0andso At which is a contradiction A is nonemptysubset烱

1.5 PropertiesofRedNumbers

Thesetofallrealnumber R is a nonempty setTetherwithtwobinaryoperations
G addition and multiplication whichsatisfythefollowingaxioms R t s

1체의공리
1 atb C atcbtc forall ab c ER
2 atb btaforall a.beR
3 모든AER에대해 atO A인 0ER이존재 懋 에대한영원Zeroelement
4모든AER에대해a Atta 0인 aER이존재 A A의 t에대한역원inverseelement

G ami g 에 at R

趙

5 Ab c a bc forall abc ER
鸞上 에대한항등원T 모든AER에대해 al A인 1ER이존재

8 여0인각각의AE1R에대해 ad 1인 HER이존재 at A의 에대한역원
9 a b c lab tac forall a.beER 분배

2 순서공리Thereis asubsetPofRwhichsatisfiestheAllowingthreeproperties
I a.beP이면 AtbEP 와 에대해P는 닫힌집합고 AbEP이면 abEP
3 AER이면다음중하나만성립 aEP또는 aEP또는야0

위성진1 3을만족하는부분집합P를갖는체는순서체라부른다

순서관계 산 DaEP이면 a b로정의한다






































































































P는모든양의실수들의집합이고다음이성립한다
1 Kb이고b c이면 KC 전이법칙 추이법칙

그모든A.beR에대해 다음중단하나만성립 a b또는b a 또는 Eb 삼분법

3 Kb이면 모든c ER에대해 Atc btc

4Okb이고 do이면 에 be

3완비성공리 Completenessaxiom 공집합이아닌위로유계인1R의부분집합은 최소상계를가진다

IR완비순서체 completeordered field

UeR anupperbound상계 ofthenonemptyset SER if nix forevery XES

Ran lowerbound 하계ofS if 빼 es

S boundedabove1위로유계 if Shas anupperbound

S boundedbelow아래로유계 if Shas a lowerbound

S bounded유계 if it isboundedaboveandbelow

letUsbethesetofallupperboundsofS
LsbethesetofalllowerboundsofS

Def l R

MERiscalledtheleastupperboundof supremum 최소상계 상한
if a MEUs a bMEuforevery neUs writeM supS

MERis calledthegreatestlowerboundof SE infmum최대하계하한
if 1에MELs b ml forevery deLs writem M

빴
M supS tt ci MEX 베ES

i Forevery ENa쾌ES St Me ifM

MMff MEX HES
i Forey ESO 크WESSt MtESwIm







     
Lemma M supS이고yM이면 4세 인S의원소 가적어도하나존재한다

pf모든XES에대해에스니라기정하면a YEUs이다
Lemma의가정에의해y M supS이므로 모순이된다따라서집합S에는96개인원소 가적어도하나존재한다匈

TTT 아르키메데스성질Archimedeanpopery

A.beR이고No이면 nab가되는자연수7이존재한다

pfl모든자연수MEIN에대해 neb라가정하자
S 1ha neNI라하면집합S는위로유계이다 beUs
완비성공리에의해S의최소상계가존재하므로 M supS라하자
Ma M 쾡 EN st Ma na Lemma베
M 내tn a이므로MesupS에모순된다 i not1 INa hotHaES 囹

Corollary 임의의미o에대해서 E인자연수N이존재한다

pf 야은 b 1 AP 쾌EN et ne기 e i 四

Thin1.9 모든열린구간 Ab는적어도하나의유리수를포함한다

pf caseIt Kab
아르키메데스의성질에의해a t b a인자연수K가존재한다 AP에서KEN이므로kiba 211
A 1NEN f al라하면月牛 이다 byAP
자연수의정렬원리에의해집합A는최소원소를갖는다 No를A의최소원소라하자

그러면Eta이고 스A이다 a f 스at i at bin b이므로유리수EE Ab四
Mi i

case2 atOcb
Kb이므로아르키메데스성질에의해 ㅋKEN st At b
따라서 E Ab

cases a 스0
0스b a이므로caseI에의해 크유리수r E b na 즉 가 E Ab 四

Corollary 모든열린구간 ab는무한히많은유리수를포함한다 모든구간은무한히많은유리수를포함한다



ThinIN 실수집합의모든구간 I는적어도하나의무리수를포함한다

마 ab a.beI 라하자
크reQ at AR r bR n rR sb
rR는무리수이고 HIEI이다囚

집합D의R가R에서조밀하다 DERisdenseinR 모든구간 I에대해 DOI 0

Tim19aThin10에의해유리수집합과무리수집합은R에서조밀함을알수있다

정리 제곱하여2가되는양의실수A가유일하게존재한다

유일하게존재함을보이기위해 존재성과 유일성을각각증명

昕
I존재성
집합S 191ERX2 R X이이라하자
lES이므로 S는공집합이아니고위로유계이다 완비성공리
완비성공리에의해 S의상한이존재하므로 supS X라하자

casel I 2
2 IN a 2세10 아르키메데스성질에의해 크7 IN st NEXT 2세
2 5 2세 그Matt
2 It ftp.ldttf 이므로At ES가되어蛇一

cases I 2
야270 2010 아르키메데스성질에의해크REN st NF2 22
E2 it If_HTF ft if HAT 2이므로 till 8의상계가되어蛇一
F 2가성립한다

2유일성
아치인양의실수P가존재한다고하자
만일 d이면 ER가되어모순
만일 d이면 p직야구가되어모순

p t이다圃



ChapteR2 Sequences andSetsofRealNumbers

2.1 LimitsofSequences
열sequence 정의역이자연수집합N인함수

실수열sequenceofrealnumbers 정의역이자연수집합N이고치역이실수집합R의부분집합인함수 f N R

에등비수열geometricprogression reR A H r an Hrt tM

AriHrt tprairietn
사An 1 쎼

i at it a 며 I 너 r 1 An의값은 1t에가까워진
M21 M은어떠한실수값에도가까워지지않은I

Def a.li 수열99M의루한 limit이A이다 옳AreA
임의의양의실수이에 대하여다음이성립하는자연수N이존재 i n N이면AnA E a X 발산diverge

icfi i 楡烱

龍 褓 緻

9AM이A로수렴한다면19M의항들중유한개를제외한창들이열린구간 AE Ata 에무함을의미

N i E에의존하는값
Ata An

Example2.1 옪t 0임을증명하시오

81 임의로주어진양의실수외0이있다
아르키메데스성질에의해 N 은이 성립하는자연수N이존재하여
MN이면 t O MIN 은이성립한다
즉 옳 t 0이다

Example 2.2 M 2 이다 lmaoAn 2임을보이시오

81 M 2 i in스 H 그HM

氷粃匈



Exampleas ha iii 2임을보여라

Soh iii 2 sittin ii iii in i
임의의주어진양의실수이에대하여 if 이되도록충분히큰자연수N을잡으면NH이되도록잡으면된다
붜 N에대해 iiit 2 i i E이성립한다

Lemma 두실수XyER가 Fy tt임의의실수의0에대하여 Xy E이다

pf 자명함

I S 1EN sto l이라하자 그러면 재 는S의하계이다
int 0이므로사니1스O이고 1재120이므로 1제1 0 즉X대이다四

Tim2.1 i f An이존재한다면 극한값은유일하다 thelimit

pf f 야A이고옳An A이라가정하자
임의의주어진양의실수이에대해
f An坍이므로정의에의해 MIN이면 An A E이되는자연수IN존재한다
또한IntoAn A이므로 n N2이면 ATAKE이되는자연수IN 존재한다

7 maxN N 이면 여기서MANN N2는IN과IN 중더큰자연수를뜻함 에IN해에N N 라정의
1AA1의AAntarA I스 lAMIHanA1 1AnAltarAI EtE E EnN me

Lemma에의해 A A이다

Thin2.2 i모든MEN에대해 An스bn스G이고lmaoOh A ln oG이면 toh A이다

pf AnAEbrA스다A

bit 스
GAY1써키스 19세기스 An A

임의의실수외0에대해 WIN이면19nA1 E인자연수N이존재
N1N2이면10n A1 은인자연수N2가존재

mMaxNiNa이면bnAt IGAKE
thr Ak lane

이므로 IhrAKE이다 즉 f.hn二胸



Def 수열1AM이유계bounded 셔모든자연수N에대해1에스K가성립하는음이아닌실수K가쪠

Lemma fit A이면수열쎄은유계이다

pf f Anㅖ이므로 E1에대하여a N N이면1AnAK1이되는자연수N이존재한다
19시 1A1스19nA1 l n IN
MnKIAHI n N

M Max19.1M21 a19N1 H1A1 라하면모든자연수7에대하여베스M이다一曲

위보조정리는어떤수열이발산임을보이는데유용 Itail유계가아닌 9AM발산

역은성립하지않는다 Hii유계 X Hii수렴

에
an 1 7홀수

T n짝수
이라하면이수열에 化們忙 뽼

옳an A라하자 E I에대해 lHAKI이고1 1 AKI이어야
즉inA E이고 E A고이어야한다그런데어떠한실수A도부등식EA E자 EA I을동시에만족할수없으므로
주어진수열을발산한다

Then2.3 pfa
임의의이에대해a 크NS.t.hnINa

f An A이고옳 h B이면 수렴하면 Hath AtB1 1AnAtbrBKI ArAHIbn미
a f Antbn h An k h AtB E E E囹

b f Ra RA K는임의의실수 唎
川k o이면결과는자명함

c옳Anbu AB

d h i 15 이때bn 0이고Bto lArAKGa이성립하는자연수N이존재

에옳剡二母 이때 bio이고B o my미

友刊 앤 외에 주어졌다하자그러면MN에대해

따라서IRanRAl 1kNAnAKAEn E曲

Aca
Lemma에의해수열쌔은유계즉모든자연수N에대해 만약앓h B0이라면
베스M이성립하는양의실수M이존재한다 외에주어졌다하자
제N 바비 뒤 ItIBM이성립하는자연수N이존재

HBl 0임을보장

에N2 Ibn131수쵀이성립하는자연수N2가존재
됬 t f aEmMaxNNa labiABFlabiaBtAnBABI싀Ohh邯州AnBABI

뻬bnBHBIMAKM.it1131逅別 任 四



帆山0이주어졌다하자
7기M이면Ibn13KT인자연수N이존재
1131IbnlEbn B 12B1이므로 NN이면IT Ibnl
nNa이면IbnBI 왜31호인자연수N2가존재

에M에INNd이면 m b 呂咨 二 悧 쎄뫼 ii煦訌웳
pfa cc와 d에의해성립함一四

Examplea4 Find 옳 473372271
邢一 it 3n

Sol분모분자에각각73으로나누면

옳 4 3 nip 173
yen r

fit 十械tihomirii
h t.y.fi옳7 젏챃핬헇
옳k야khaan

二告

Example2.5 Fmd옳atawhere ais afixedpositiverealnumber

case 에
atII a bit 로정의하면atEHh이때bn20
야 Hbn 고 Itnbn byBernoulli'sinequality 따라서 야bn스엄이다
옳엄 1에옳t 0 Thema21샌드위치정리에의해lmaobn 0 따라서옳at f Hbn 1

Case2 이에
뻬이므로옳at 옳卵핬햬 f 1

fit 二恤

Defa.ae코시수열 Candysequence

주어진E70에대해 mn N이면 IAmAnKE인자연수N이존재한다

수렴하는수열은코시수열이다 옳An A Hii쾌수열

Ipf의0 크NS.t.VNIN MrAKE IAm al MrAtA에스 IAmAH1A에 任 圃



Thint.tt 코시수열은유계이다

YTN수열때이쾌수열이라하자 은지에대해 적당한자연수N이존재하며 nM기N이면19mAnK1이다
noIN을고정하자 N1N에대해19nFIAmAniAnd스바AndtlAnd ItIAmI
M Max1911921 19N1H191 로놓으면 19nKMㅂneIN一幽

어떤수열이유계임을밝히는데유용한증명이될수있음

Examplea I 옳IT하임을증명하시오
Sob 임의로주어진양의실수외에 있다

아르키메데스성질에의해바로이성립하는자연수N이존재하여
MN이면 It 이 氷心은이성립한다
즉 h t 0이다

2.2 Bounded Sequences

수렴하는수열TTT유계수열
수열n 단조증가monotoneincreasing AnEdmtnEN

증가strictlyincreasing Ananti 봬EN
단조감소monotonedecreasing An29세 TEN
감소any decreasing AnHmu theN

Thma5 단조수렴정리단조증가수열단조감소수열에대한

1예이단조중개감소이고위아래로유계인수열이면 10M은수렴하고낧Aresupalita 이다

A 집합1AnNENI이위로유계이므로 완비성공리에의해크Supa L
L i MIXYES

蠶인헟읣읨앥낾힚
쌔 N사인자연수化 慽 忖 째훯

빠몌
MN이면 LE AN스An L이므로 빠니 운이된다 itForeasydoa

Example to die101 91 i 1a 그러면다음과같은수열1AM은 Sol 단조증가수열i AmIOntheNaOd 즉AntiAnil이다
야 did iAnti air 000 dm20
M 0did d

頓訛欠 위로유계이다

그상한 I

단조수렴정리에의해 M은유일한극한을갖고 그극한은소수O.d 이나타내는실수이다



Example it 수열1bit仙州의수렴성을조사하시오

이
먼저단조증가수열임을보이자

h Hip Hrift tn int에卵十 tn.li HP 이항정리

二 憘 iink 썌
hi 卜罹 뻬n 메쩨 niM
bra의R번째항의bn의R번째항임을보이면 Hii 단조증가수열이다

1메의榧惻 뻬 ii 베베 ri k Iii ni 冊捌 k ㅖㅏ삐 lt剛占

Htt 卜剛k 로11배 卜削述 MT lt pi ii 服刈 幽彬
또한1쩨은한개의鬱羨더가지고있으므로 braIbn 즉 the 단조증가수열이다

1세이유계수열임을보이자

biHn.it 에메 ii 바朴川艸 t.tn 삐서十們
스 It t tk t tt
스Hit t it tt TEN heN s i z i
It凶們 H股 3 一무한등비급수Sn 9F세

Tina5에의해수열 brittY은수렴하며 극한은3을넘지跆倆
f 옪 H계 en 18

수열때의부분수열 subsequence Ibd件倻인자연수namma 가뗴
왜 A.lkAn94.95.9 n

i 봆 店方 REN kink Mein
Bi4

g6

kEUR

Exampleas a다시sin 이면191은발산하지만여러이세의부분수열은수렴

a Ca 卜制sink O AIR
Gpa 卜枾sin1뼂계 1 14세 1 kia



옳야A件仙1의모든부분수열이 肛矮
伽仁land로수렴하는수열99M의임의의부분수열이라하자
임의의이0에대해 NEN이존재하여72N larAKE I이성립한다

부분수열의정의에의해MNIN이고7N새쎼 7Nt2사 이므로 胎肛N 1beA1 1ArAl수도 1潾呱A

대우명제 각기다른극한으로수렴하는두개의부분수열을갖는수열은발산한다 로증명

tt 6축소구간정리 Nestedintervalproperty
구간열伍仁仕an세이피쭈자32 이곳옪Ai ii 혥松 洲

簽
槪 餠

八

모든구간In에서공통으로

試幽 IT
ATM은단조증가이고위로유계이다 it nEN eh

坂鄕릭food粘二
supanEbR theN

1
그러므로AREAEb teN즉AEIR 0kIN
이제BEIn 베티N이라가정하자
An스BEbn UneN 야마야bra 배EN 있이brian 0이므로品 B a 0斗謠AreA
따라서A는모든구간In에서공통으로속하는유일한실수이다冊

ETAT靭仕 바이어스트라스정리

I E X
유계인수열은수렴하는부분수열을갖는다

이등분

구간EM이과I0M3중적어도한구간은무한히많은자연수쎗대하여An을포함한다수열자연수전체집합에대해정의됨tin 嚴洲 漑
따라서유한개의N에대해서만포함X

그구간을 I이라하자이러한방법으로구간열1페을정의하면
Io SI DID 이고A IInl f Mi 0이다
축소구간정리에의해磁 二1A9인실수A가존재한다

Timat 축소구간정리 Nestedintervalproperty

구간열伍仁仕An.hn기이 I 그 I2 2 52 이고옪 br dn 0이면 In 1A1이다



AnE Ii aME도 72개 a AnnEI IMYR개 이되도록때의부분수열 仰謔택하자
이렇게Ann를택할수있는이유는구간열1InI의정의방식적어도한구간은무한히많은자연수N에대해An을포함때문이다

그러면dnk.AEIR이므로19mA Ki 이되어 line A가된다四
蠶쿒뾊 그구간의길이

시코시수열은수렴하는수열이다를증명할준비가되었다

Thinaf 모든코시수열은수렴한다

pf lad 쾌수열Thttail유계
聊 泊 landwith fineA

이제lmaoAn A임을보이자
이에이코시수열이므로 임의의 이에대해 배mN이면 IAmAnKE이되는자연수N이존재한다
MrAl샂이고MrN인충분히큰자연수M를택하자그러면배기N 19nA1 19nAntarAk lAnandt lAmiAl 듲t듲 E 즉 f An坍四
주어진수열의수렴성을보이기위해부분수열과단조수열의개념을사용한예

Example2.9 수열M1은피보나치수열이다즉doㅕ 야1 AniAntAri Fl 2
수열의항을나열해보면 1.1.2.35.8.13.21 이되어이수열은발산함을알수있다
hitMail으로정의하면1ml은수렴함을보이시오

81 9m1을나열해보면 1R E E F T T 소수형태로적으면 12 15 1.6T 16 162 161 이다

i trail 단조감소이고아래로유계a isil 단조증가이고위로유계이다
먼저수학적귀납법을써서 Erna임을보이자
h 1이다

KR 라가정하면 쉐 i i서 H f HE이다
IEk의이므로 kHfHrt드세지이되어MEN EMER이다
723에대해 h H ri H fi H1쑚 이다

heh HW H쌳 iiia 이되어 him 과 h na는같은부호를갖는다

En n i 1 0이므로 脈 一 Brill HeN 佑州 단조증가

미 소 T 2 0이므로 him so EREN til i단조감소
단조수렴정리에의해 15세 사제는수렴한다
l k re 낧 사 5자3rent1 H i i diHat did 1 0be f ER 앓 It has마제 H蟲 hiHee s IE biod과L는방정식 Alt 0의해이다 즉야 粃

一 이므로 야H5 t 이다 1th 이

않h 卜适 曲



BW정리는유계수열은수렵하는부분수열을갖는다는것을보장한다유계가아닌수열을수렴하는부분수열을가질수도있고그렇지않을
수도있다

Defas 집적점Clusterpoint

실수X 수열1AM의집적점 clusterpoint H ElAnd X

유계인수열은적어도하나의집적점을갖는다

ex 1 1 4 의집적점은 EN l집합C를수열19M의집적점들의집합이라하자

f An A C IA1 예 유계수열羅竇叱 0이고C유계집합 크supC 크Mfc
write

lspan andinfantAni위로유계가아닌수열 tapAn a
Mii아래로유계가아닌수열 l infan o

f An A l supAn l irfan A

Thin2.9 h dsupAn이고d l itAn이면a주어진이에대해배기N A은 An 산이성립하는자연수N이존재한다

pf L과 I이실수이므로수열1AM은유계이다주어진 70이있을때 무한히많은자연수N에대해 An그너도이라가정하자귀뢥사용한것
그러면An그Lts1kㅕ a 이되는자연수 Nimmi 이존재하여19M의부분수열19씨를택할수있다
수열Tail이유계이므로부분수열인 And도유계이다 BW정리에의해19ml는수렴하는부분수열을갖고 그부분수열의쿠한X는
M씨의집적점이된다19씨의부분수열은19M의부분수열도되므로 X는수열1AM의집적접이된다
theN 왯그HE이라가정했으므로 X자t은이되어이는卜一一dsupAn에모순이된다
따라서부등식An노선은유한한개수의자연수N에대해서만성립한다결과적으로배기M에대해AnLta이성립하는자연수N이존재한다

유사한방법으로배기N2에대해An자도이성립하는자연수N2가존재함을보일수있다
IN MaxNNa라하자 배기N에대해 de An 서도이다 四

Corollary 닜an A tt dsupan A dmfa

Pf
녀

Thma9에의해A tapAn titan 뵈o.TNAs AnAta이성립하는
자연수N이존재한다 주앓an A이다圃

a An 1 Asin凹 이면19M의집적점들의집합C H OM이다 de It sink
옪예제 옪 tesin幽斤i tapan 1 titan 더 이므로수열 은필연적으로
F e 앎 It쎼sin幽斤 이발산한다



2.3 SetsofRealnumbers

Defa4

점 가집합S의집적점또는극한젉이다 a limitpoint accumulationpoint
셔임의의이에대해 9H 이고1자 K도인점NES가존재한다

직관적으로이야기하면 상가집합S의극한점이라는것은이에임의로가게이에있으면서X가아닌원소가집합S에있다는것이다

ex 쿠한점No는S의원소이어야하나 A 아니다
S 101 이라면집합S의두한점은 A.IO I

1 YEN I ㅎ惰 T i 이 t Is o alimitptoff
있E E E n oD E to

3 Is Y alimitptofa
tEE lie HE n o i

i O S의집적점 쌋 I 의집적점

집합S의 Ii it I의극한점은

炅雩鱇
야 VIT neNI

Clam이은 8의유일한루한점이다

1 101 의극한점

pf I T1 It 1 t AP에의해 임의의이에대해 크NEN st t.se
卜必 t 사 주 다도 H은 ns z fl 1
1이S의극한점이다

유일성

A DT은 의극한점이아니다 Bin쪖쓖쎄 ㆂ did
dntdo으로놓으면 t E T ta N 0

似임의의실수964 에대해서 은을Xo에서가장가까이에있는 S의원소와의거리라하자
그러면 do It E X ta n f f

i X는 S의주한점X

수열 if it 의집적점 clusterpoint

A디 야 k m y q a 앓야앓 디

의챽 가됨



집합 51세의극한점

사도 저의 ne

임의의실수 48에대하여
E k 0으로택하자 그러면 Emin11 11a 1 211라하자g i햯
R 이S의루한점이아니다

X는S의루한점이 牲 凹
1 은 HE 7 0 1 E X ta nS 0

숫열 1.2.1.212 의집적점

Mnl 부분수열 tail 111 I
쇇1 1 t.at y

삻에서디
toAsk a

ri l

집합S가유한집합finite와 일때 S의주한점 ex 8대 이

무한집합은항상루한점을갖는가 아니다 반례NI

N 1 It I DnEN
n 샸 Ek a 사도 7t의1S 0 개은N의집쮀쿠한점이아님

lilro 자연수가아닌임의의실수
Elno 미 라하자 A는항로부터가장가까이있는자연수
그러면 re r ta n f 0이므로N는N의쿠한테

N N에의해N은극한점을갖지않는다

Thana10집합에관한볼짜노비리어스트라스정리

유계인무한집합은적어도하나의극한점을갖는다

pf 를유계인무한집합이라하자
S의원소가무한개이므로 수열1A1의각항이서로다른실수가되도록AnES인수열을택할수있다
주 And이고 it j이면AitAj이다집합S가유계이므로이수열tail은유계이다수열에관한BW정리에의해 191의수렴하는부분수열tail가존재한다옪Are 라하자
Claim X는S의쿠한점

임의의do에대해 비이N이면1Ariel 은이되는자연수N이존재한다
K기N이면서An 인자연수K를택하자 AnES it j t ditaj그러면 lArrXI 은이고AnES 또한An 이고와은임의의값이므로7는S의루한점이다



Xo집합S의집적점 셔 빈10 1 다 X ta 은A가아닌집합S의원소를포함한다

점 의 뻰 와근방deleted a neighborhoodofX 1 다 X V14 써도 NEN
점쎠 다량의XER마사이의자도

fg gi fitNINXo8의극한점셔 Xo의모든빠진 E근방이S의원소를포함한다
이서도

Defa5열린닫힌집합 openclosed set

집합GER 열린집합OpenSet 벵EGNa네이드G가되는do이존재
집합FER i닫힌집합ClosedSet F7F의여집합1 열린집합

x

openset

a R openset열린집합

닫힌집합

R 대by an

x

X X
n 鄕
0 mintNial NlrblHNaNo의Ab

4af去晶 어떤이에대하여Nala Iab 이므로
Iab inotopenset

공집합이아닌열린집합G는구간을포함해야하므로셀수있는집합이아니다 G 斟艸
공집합이아닌열린집합은서로소인가산재의열린구간의합집합으로나타낼수있다 G fOn On 열린구간이고OiNj Ej
퐤t.lt

닫힌집합임을보이려면

F닫힌집합 e F는자신의모든루한점을포함한다 자신의모든극한점을포함한다는것을보이면된다

pf F가닫힌집합일때 잉다이라하자 잉가F의루한점이 아님을보이면충분하다
F은열린집합 NaX EF이되는이에쫴

Not NotaAF 0 No는F의루한점이아닌

F가자신의모든루한점을포함한다고하자
XoEF이면No는F의루한점이아니므로Natal F 0이되는do이존재한다
그런데Xo태이므로NdXoAF 0 즉Na1 EF이다
따라서F은열린집합이고F는닫힌집합이된다昞



열린집합Gi의모임Collection이집합S의열린덮개 opencovering이다 외 G
후 힍tt SEUGi

SEYGi SEG
ThmR R 하이네一蟬 HeinerBorel정리

g 1Gil가닫힌유계집합F의열린덮개이면 F의열린덮개가되는G의유한부분집합이존재한다

A F를덮는G의유한부분덮개가존재하지않는다고가정하고모순이됨을증명해보자
F 유계 F E EMM 이되는실수M70이존재한다
EM 이과다M 중적어도한구간은G에무하는유한개의

힙합으로덮을수없는 F의부분을포함해야한다
i가정에F를덮는J의유한부분덮개가존재하지않는다고함그러한구간을 Io라하자
이제工湜같은길이의두구간으로나누면 두구간중적어도한구간은

10

AG에속하는유한개의집합으로덮을수없는 F의부분을포함한다 슈퍼
그러한구간을피이라하자
이러한과정을무한히계속해나가면닫힌구간열仕川 no I 를얻게되는데

鼇幸헚恝薪羅幇節馮裝箚주에놓여있는F의부분은G에속하는유한개의집합으로는

이이주어지면aMan 은이되는충분히큰자연수N을택할수있다
NoE In이고In의길이는MI이므로 In ENN 이서도

한편 In은F의무한히많은점을포함하므로 9H 이고 17세 K은이되는EF가존재한다
따라서가는F의쿠한점이다簽蠶簽簽

忖 泮

F는닫힌집합이므로XoEFThmailG는F의열린덮개이므로 XoEGio인GioEg가존재한다
Gi 열린집합 Na E Gi이되는7가가존재한다 열린집합정의

위에서처럼 ImCNN.tl되는충분히큰자연수M을택하자그러면ImCGio이다
i즉Im은G에속하는하나의 그러므로유한개의 집합으로덮이게된다따라서Im에속하는F의부분도G의유한개의집합으로

닫힌유계집합F를유한개의부분집합으로덮을수없다는가정이모순인결과를이끌어내었으므로정리가성립한다幽
하이네一螳정리에서집합F가유계이고닫힌집합이라는 두조건은반드시필요하다

예제t.IO A 10 1J g의HR neNl

Sol
e e l f 棚

예제에 B I0 이 g 1 na n neNy

g 1 1.2 f t f t t.tl I fl H I1.10.21113 m n I

峀岬a 은A를포함한다 G가A의열린덮개 To이 a닓 na n G는B의열린덮개
하지만S의 襁 飜 舛 骸 y

t K p

그러나G의유한부분집합은B의덮개가아닌



Def컴팩트Compact집합

KER 컴팩트집합Et K의모든열린덮개가유한부분덮개를갖는다

닫힌유계집합헧가보렡정리
컴팩트집합 하이네一螳정리의역도참이다

Chapter3 FunctionsAndhermits

3 I BoundedFunctions

Recall 실수의부분집합S가유계씌 HES a 개스KM 즉세스M가성립하는M0가존재한다

Def3 1

함수fA B가유계bounded이다 베EA 1세기대인양의실수M이존재한다

f 유계함수 챽KAI가유계집합

유계함수의예
1 f A 1B유계함수이고집합CEA이면f는C에서유계함수
그치역이유한집합인함수
3 상수함수
4 세대 집합A에서유계함수 AR의유계부분집합

예제31 함수쎄 T은 DR에서는유계가아닌함수 유계구간 I에서는유계함수임을보여라

SoI i F가R에서유계라면크경계값boundM10 St베티R 1세KM
4410K쎄 Mi 세개이되므로R에서세계의경계가존재할수없다
A는R에서유계가아니다

i E Iab 라하자 ab AN tab IAN중가장크기가큰따라서IabJ만보여도충분
샤maxi li으로놓으면1세기EM 베타AbJ가된다
따라서如二 은 IAb에서유계함수이다泗



f A B가위로유계셔베EA세스M인실수M이존재 크애제티A세
f A B가아래로유계 수HXEA.fm2심인실수M2가쫴 크intofan
f A B가유계 여위로유계이고이때로유계 크supX턔쎄 크inferfix
fA B가위로유계가아님 sup퍠fanofA B가아래로유계가아님 infra세 N

예제3.2 쎄 1X일때 F는10이예서 i 유계가아니고 i it 제 0이고 州 f는임의의이O에대해
AN에서유계임을보여라

SoI i 0.01에서함수柳二女이유계임을가정하면 즉베티O이에대해1세KM이되는M이존재하면
모순에도달하게됨을보이도록했다
7110이a X 이되는 0을택하자그러면세 M이되어 M은10 0에서함수如二 의경계bound가
아니다따라서Y은10이에서유계가아닌함수이다 ya
i Claim if o N 따라서姙 10이에서아래로유계
HEO o 세기0이므로 0은10이에서자의하계이다 IN임의의8N에대해a Kf세인 X를택하면afix 8가되어 8는10이에서 I의하계가아니다
따라서야 喘汝이다逈정의역을 la이으로이때do은고정된실수

河
仕城it 0이다

ii Claim 은1A이에서위로유계 i
a이면 di이므로d은 9이에서it의상계이다
이bad이면 9세 Vb인X에서如二 b가되어산상계가아님 憎
따라서sup atdi이되고非 la이 0에서위로유계이다四 치a X Yb

유계함수들의어떤결합들이다시유계함수가되는가에관한정리

Tim3.1

함수F와G가A에서유계이고R는임의의실수일때 ftp.kf.fg는 A에서유계이다

pf HEA 1세KM이고1g叭壬Ma M.MN라가정하면
IAtgml 1세tg메스1세H1g메스MtMe
11k 예 1朴叭 1세쎄스위M
14g제1 Hang메 1세11g에EMMa曲

Then3 1로부터모두다항許 門해 tAT t dirt tant AnMEN GERI는모두유계궤도에서유계이다



매세 An 상수함수이므로R에서유계
fM X R에서유계가아님 유계구단 I에서유계

AmXtAn 유계구간 I에서유계
4x i유계구간Z에서유계
A세루Anita 유계구간2에서유계

pm a t tAn 유계구단 I에서幷倆

함수F와J가A에서유계인경우에도幹J는 A에서유계함수가아닐수있다
a쎄다 gM X A 101이면

f M i f이되어101에서유계가아닌

DefBoundedawayfromzero

G가A에서 O에서떨어져있다 boundedawayfromzero HEA 1g에12X인No가존재

와A에서유계이고G는A에서boundedawayfromzero인함수이면 F는 A에서유계이다

Tf에 二閥 쏎스무 s 1g매그a s let it

Deff

A R일때 fit점에EA에서유계이다
f가JMA에서유계가되는 X를포함하는옅린邢 J가 째

F가A에서유계 f AtA의모든점에서유계
pfif가A에서유계 IMYO St 베EA 1세KM
집합A에서임의의원소 를택하자
1세기EM XENA 어떠한鮑弛丁刃Xo
if는젂 에서유계 F는A의모든점에서유계

炎箭烹魚憑
洲않음을보이자썸騈 정의역전체에서유계시1 it柳一一 FR T은R의모든점에서유계이지만R에서유계가아님

Compact집합이아님 仁牀慙敢
은101에서유계가아님
X E 0 1 71.10택하면 JA10시케 d iiIt은 JN.tl에서유계



HeineBorel정리의첫번째적용사례
어떤조건에서함수의점별유계성이집합전체의유계성을의미할수있는지

Am3.2

f가모두접 EA에서유계이고A가컴팩트집합이면산 A에서유계이다

매사A의각점에서유계이므로 각EA에대해 fitA7제에서유계인緻邢 IF I忖乂 HA가존재한다
이열린구간들의집합 제7EAI는A의열린덮개가된다즉崧工 A
A는컴팩트집합이므로 하이마보렟정리에의해법제PA가되는유한개의열린덮개제 ㅉ 제이존재한다
각AIR 7에대해A퍼서A에서유계이므로베이비펫에대해쎄KM가되는No가존재한다

샤maxenM다하면베티t에대해 HI 되는 kj대가존재하고 KAOIng이므로1세KMFM이된다즉F는A에서幷懈이다in

R에서정의된함수朴 辯 또는千許 때 9개뗴 奸拗二如 ER

f霹齊蠢拏莊禦霹忖騈R에서정의된新朴 詳千a또는기함수oddfans ftp 一拗 베티R afg 起奸 법ER figIf i홏fg짝

ex3.3 R R 세계쩻 H
to

신R에서유계인가

Sob 1쎄 E에 베티R

뻬 H쩪 k쁬ㅕ H
if는R에서유계

AH TO

闢耕 X肅蜘 tl 淅 僻

y_x 볘刑阡 R R 柳一一柳忙 R에서유계가아닌

So M을임의의실수라하자
琳坪개이고takaTKM이되는정수R과A를택하자
sin嫩悧티이므로f炳坪 姝坪개
Sin炳一 데이모로f嶇一쨔一岵TKM이된다

鈴M의선택의임의성에의해 f먀 제는이메로도위로도유계가아님을알수있다



3 2 LimitsofFunctions
Defna fa쎄다

찾아줘야한다함수f의정의역에있는싸한 烟心A에한없이州網떼 t의무학이서다
서주에임의의이0에대하여 KNakf먯 뻬지 E이되는 N가존재한다

得 蜂諛 을

서방의개념을사용하면

옶세다서주어진 L의임의의 E논방 즉Na씨에대하여KNIN얫 fMEN.CH이되는A의嫩 把방상체가존재
Def3x에서8값은단하나의값으로만정해지루것은아님
0시HK8 AMhKE이면이F8인임의의8 에대해서도KHAKI 1세 LK도성립한다

Afatf

극한을증명하는데사용되는기술몇가지를보여주는예제들

에nit 뭬러시 5임을증명하시오

Sh EN이주어졌다하자
세 째 0시AMK8 1세 51산이되는870를구하기를원한다

1세 51대째 51 1자61 21쎄 재계산이되는P0를구하자
219세 E이므로 1개KE 뻬 5K 이된다

E 로놓으면 0시 K8 E AN미 미제 付二E
그러므로주어진 이에 대해야인으로택하면 TENTB 웨ENE15이되어 fn 2개 5

ex낑 읐Y챘 대임을증명하시오

S이 제 i H X

too f.ae다하자
KAK8 1 州一사지 f En f가 E보다작은양의실수여도증명가능



왜3.7 f F9임을증명하시오

Sol 1F에이므로 자3에 얼마나비폐이있을때 제17세 은이되는가를찾는것이다
직관적으로 자3에가까이있으면 1쩨은 6에기唯것이고19세의0에가까울것이다 기제사게은0에가까울것

제 4 X에씨 17세의 1th I
I제1세 세계 I

기계선이되도록하는f값을찾아야it

17세 대 치쎄제의 K if 一一a a

과 를동시에R부하는8를구하기위해08 M계 대 로택하자
그러면이제사치F에ㅖ쎄 KT의 E이되어尙肛9이다
사미에게이변화하는X가들어있는두항의곱이모로동시에 E보다작게만드는양의幷捏구해야한다

의38 뭬 at 1임을증명하시오

81 쎄 쩬는 K이아닌모든실수에서정의된다
이근방에서는 이7스K에대한쌈네에서정의된다 햛棚棚n
do이주어졌다하자 그러면우리는 에가네K8 AM 1k 이
되도록하는f값을찾아야한다

劤一 X째 이 X 매 째 一一깨쪠 二岫117세이다
1쨰이유계가되도록쎄의체제쵒을정해보자
쎄 Kk로제한하면11째 1이유계가되도록하기에충분하지않다
따라서K보다작은양의실수Y4로초기제한값을정혜

쎄시14 제타 5사 낐 뻬 I기제 1明一心이되어1째11세세제1이된다
그러면리제KG이되는f값을찿자

07 mink딨 로택하면 에제사 베게 兪休川 aE E이된다
一鼎쓰제 二伽

시제의초기제한값은K보다작은양의실수는모두택할수있다



임의의계에서의루한

의3.9옸aSMFsince임을증명하시오

S이 삼각함수에관한다음항등식과부등식을이용해증명하자

쩨tiny一一asinE7 as 베yER
지쎄스세 10에의 베티R

외에주어졌다하자 lsintsinal ts.MYcos asin쎚 as T Et IT이해에
17세 은이되도록하는양의실수8를찿자 f E라하면 에제사치매가sin시스사에 f E四

fieOR은보다작은양의실수

RX3.10 NO 衆仟二仄임을증명하시오

Sob f써지의정의역을 I 이이다
A의8 근방이정의역에포함되려면 Kfa 이어야한다

I t

1매치 씂솠 제다이려면뻬띠해야한다
i 임의의의에대해Off mind의지로택하자그러면이제사 休仄Kita KEE 웨

새
0X3.11 崧文 I임을증명하시오

i 闢세 차에ㅕ썌 一岫 쎄
삼각부등식에의해배지 Make a 바에 A re M 爬內

麻 俳 岫 i臧 熾
I take Hake MakEe
k f miri 쨸 으로택하면 1제사ㅖ til 쎄씨 TEE E

Then3.3 만일있웨다이고옸쉐 L이면서다2이다 1극한의鄕

s

Pftao있쎄다 Ifso.at 0시께 f 쎄_hkEk
옸쎄다 拍拭 st.lk쎄사 베자2K

toENIINA啖川일때 이NiaKf 에제사고이므로 kikHh 枷圻 LklL 枷川枷古k써있



예샓SMH의극한의존재성을패하시오 oh
Soh쎄 in
f刪一sina.OIM.si

뾊쩂
飜 嶸

Bytheorem3.3 the伽下offcannotbeboth0and1

Lemma
샚쎄다이면F는X대의적당한빠진구방에서유계이다
즉카to st f isboundedonNfa

pfl El 이라하자그러면이마에8 1세가K에이되는 f가존재
베EN회에 뻬리세서니스쎄시씨 씨烱

즋崧拗다이고 atdomf이며 F는 H에서유계이다카에

ㅯ3la 웨쎄2이주재하지않음을증명하시오

Sob ClamV8toaNj대에서 IMF은유계가아니다 tMO 케ENIDat 1쎄 M
yx

ttNin 쎄ㅙ

i thofMO 에게 1T이되는 N訓을택하자orig門
臧 썍簽햑쎄쟤

圻作州一 개 즉ㅑ뼤에서유계가아니다
임의로주어치So에대해함수朴依1에서유계가아님을보였다
신씨의임의의빠진구방에서유계가아니다 Lemma에의해위의극한을주재하지않는다四

갸a에서유계 X대에서쿠한주재 雄珩세계앵t 뼪 拗凶 but주한째X

Tim3.41Fundamentallimittheorem

샚쎄다 옸g먀 I이고PER이면
1에劉和切昨 仕 I 내紂咐먀LE ki뇂喇沐 뼤 뻈k웨 朴 憁鬪E

E 이



Thm Ha의녹방에서정의된함수사 걔에서연무이다 tt옸웨tea

Tim3.5

駙叭L 射昨 I이고세스g에 베티냥미인M가존재하면 t.EE땀숫값 1극한값

f I사이라가정하자그러면魚上拗g咐二KI o
E I ki to이라하자극한의정의에의해 IfMyM l ki k E k I tE이되는상체가존재한다
즉이차 i 세g에 Et I 베티뺨에쎄Y에 베티뺨에이되어 정리의가정에모순이된다

it is it
枷押

To
崧枷 h仟趣
수있다a이고 tita Mi 인 fl 정의역에있는모든수열서서에대해
체에 가

먭
의0이주어졌다하자
쌦쎄다이므로0세에 8 1세 시 은이되는 fit 존재한다 1주한의정의
tia 쎠 a이므로배가 0시 AK8이되는자연수N이존재한다
따라서a배가 aH씨 시 E 즉세시 L 四

I 魚和九이라가정하자 모든수열서사에대해모두보일수없으며
그러면바70 X티FC에이면서 쎄시 2도인 E이존재한다

각外旿N에대해 tt 정의역에속하는재을택하는데 tt啖川이고1세에지고은이되도록택하자
그러면각자연수N에대하여 K1자에 A이고1세에게그은이되어 써 a이지만An L이된다

그러한狂찾으면됨



위3.13 세계 Ii蠻千 얜어떠한실수에대해서도 王崧拗

Sh Thm3.6 紂咐 h仟趣
수있다a이고 tita Mi 인 1정의역에있는모든수열세시에대해
체에 가

Thin1.9 Thint.IO 유리수집합과무리수집합은R에서조밀하다

IThmi9 모든열린구간lab는적어도하나의유리수를
포함한다김을설정할수있는래 퐤 to 실수집합의모든구간 I는적어도하나의무리수를포함한다

tea into ti 祀仟 쎄 s l I sd ta f 무리수 械 so

品臧緋縣 혜
MEN ME借公 갔 썄씨

杉諛 빼
MEN莊笭愉非仟 유리수

Thin3.6에의해尹衆和

왜제4 세계 艾汁籤 이면쇘쎄은예일때만존재한다

Sdl 예인경우

Xn M ti유리수 tt a枷 一 in aHot
In AiXi무리수 뼈 a
fin 0 so

야10이므로Thin3.6에의해쇖쎄늑존재하지않는다

야O인경우

0으로수렴하는임의의수열9개에대해a세기의값은X이거나0이다
유리수 무리수

Xn 0이면fan 10이므로 Am3.6에의해歟而 0이다

에3.15 b 0이고Q는임의의실수일때a盆作서임을증명하시오

Sol B의범위를먼저나누자 I 며 a b 1 3 Kb 1

1 며인경우
자명하다 옧a N 쇖1 1 T의



구b 1인경우
i air
제n 0이면제n 1M 김의입을보이면충분하다
of먜 1

위에주어졌다하자Nn N인임의의수열이다 l null수열 0으로수렴하는수열
伸一KE이되누자연수A를택하자
MN이면 1자01상이되는자연수N을택하자
그러면배가

배IN

t 쌔 拗州 iii i卜伽 서씨 呻北 ENn이

tbh i N I
따라서1M I이고쇓Hefti이다

떇ㅢa이면 ta 0이다 ftp.btia 1 Dn i
n nb 1인경우
b 1이므로샜삐 빠
Fundamentallimittheorem에의해松昨私郞二邰 i
i 임의의실수 a에서체카는연속이다 囹

3 3 One sidedlimitsInfinitelimitsandLimitsatInfinity

Def3 3

魅桃 L 셰받기 tf to.at askatf 쎄지 또
주어진임의의Nsa에대해 XE AAtfl이면thEN 시이성립하는이에존재

L은 FA에서세우쿠한1또는오른쪽무학이다

4X3.16 f x 0임을용명하시오

Sh t 10이이면 먀 이므로慽 t 二非
베이카 o St KNkf 즉MK8 1E이사 E의
E2E로택하면0C 8 t E E風



Def3 lt

쇘웨다 씨 fado콰so st at a 뻬지 산

L은 F에서H1피무한1또는왼쪽무해이다

93.17 웨ㅕ껧i섊일때 it웨셰디 it옸柳二了임을증명하시오

Sob it朴柳一

i기울기가2이므로빈70GEORGE보다작은양의실수를택하면된다

i 있AM 3
기울기가T이므로반해 ftp.f E보다작은양의실수를택하면된다

ㅯ3.18 ft KID I 는최대정수함수 It greatestintegralfunction일때
i fH세계 刈前 te

Sh l f'TAT KM IN 0 세다
KKR I 1 如一 써

f i Video 0 8 minlI.E 로택하자

i KKHf 1세 01 411사스도

i tf K1 1세 1 메이스도 匈

함수의무한이존재하면유일한것과같이죄무한과우주한도존재하면유일하다

Thin3.7 pAH
뱄쎄다 駙昨兪朴一

LH에서함수에한방향극한이존재하면

사1Katfl에서 I우무한이존재하는경우咐一에에서 I마루한이존재하는경우
유계가되는8 0가존재한다



RX3.20 T크쇘at임을보이시오 미뱂쟤 0임을보이시오

Sh M한방향극한이존재하지않으므로 it이 11H81에서유계가되지않음을보이면충분하다
임의의870에대해T사인又姸 N을택하자 그러면 7가이면Hit l H8이고
2侖一 i H NNY은유계가아닌집합이므로 A붸 쟤이다

i 주어진임의의의에대해광산이되도록충분히큰지역수정를택하고8항로택하자
tf K1 ta tko _fo
at o 2 Et Me 이되어옸쟤 0이다

야A의왼편과오른편에서함수웨가다른식으로정의된예

의3.21 반지름이H0인윗판모양의피리가있다
X파이를웨지모양으로잘랐을때 자를조각의중심각
Yi조각파이를크기가딱맞는I파이가접시가장자리로넘치지않는I접시에담을때 접시의반지름
그러면lay다 0세스제 의햬가된다

I 濟 慈莎
門 i

이 r

ㅠ 스제
yosff Tyee Extrasㅷ 재 trait y r

r

if林二

伴see net

K Xa

이함수를 彼幹 라부른다
me E KI

Def3.5

옸웨 a 뱨to 이제사 세개이돼 810가존재
옸쎄 a 배가 lk Hak f 세서니이되는 fso가존재



9X3.22샗 i 00 0X3.23샗쎄 o

fl tMIO.fi로택하자 81배가 f에으로택하자
그러면 에가야에 f f I'M 그러면 에XK8 에이므로
i f H A 171XKM이다 i f 쎄 _one

Def3.6

1에뱄쎄 no tMH.aaKatf fnnsM0kE8I0존재

내샚쎄 ae ltMlO.af7ka 체 M이되는flo존재

띠뱂웨 no tMo.AaKat8sfNKM0REfIo주재

all衆拗 to tM1o.afaka 쉐서니이되는810쫴

93.25 쌢 re N y

Soh劤 一 it 颱 二 HE
Toy배N 8채로택하자

그러면水水 2 8 Ni de
그러므로 ikat 8이면柳一一fit H ri far개
옸 if 0이다

Def3.7

뱂쎄다 V되0 X7M H메가KG이되는M10존재 M을찾기

筋拗다서뵈o K개치세가KG이되는Mo존재

3.26 N쇓 ri 0 it筋一 to 임을보이시오

SolD tao EM이면 to 도

읺 一戒 o

뵈o ㅢHalil재이면쎄 t t 가 一枾 a母



QM.TT 卄仁 제 함수F는 IQN1에서유계가아님을보이시오 이때 A는임의의양의실수
따라서샗세는존재하지않음을보이시오

세수열 Tami NEN
우선이수열의항들중 정의역 Ia 이에속하는점들을구하자 즉 A스재대I
AP에의해야마다II인자연수N이부재한다
그러면배IN에대해 Tan EE Iaso이고 flatE 쩨 72N은유례가아니다
어떠한실수L에대해서도 幾劤 L이아니다 즉 尹協如 幽

Def38

I에쇊웨 a EtMIO K 세개이되는K10존재

in뱄A쌰 A 비니10 K K坍叭M이되는K10존재

a쇓fix a여비에O K 세세이되는Kill존재

에뱄웨 o여배 to.tk 세세이되는K10존재

의3.28 밿MEN임을보이시오

ft tMIO EM으로택하자
ki H ITEM이되어밿먀8이다 匈



3.4 MonotoneFrictions

Def3.9 단조함수1monotonefunctions

함수 f A B가 of증가함수Istrictlyincreasing
A에서단조증가 X X2인모든X LEA에서林스세이 감소함수181m대ydecreasing단조감소 水水인모든 KikEA에서세 I자매

단조 A에서단조증가이거나 扱耿

fA B가A에서strictlymonotone함수이면 F는 H함수
즉 X k ta 서스 역함수 f HA s A존재

X3.31 I1 0이에서柳一一 is 로정의하자 F는 I1이에서 乃政欺이지만 감소함수는아님을보이시오

Sd

Y

f
牡刈

E 파이 XK가라하자
그러면 Xt In 7세 이고 XEIR.nl 이되는
大卜旿 M R가각각유일하게존재하고 水乂이므로DER이다

세 i 1 IN 1n 2 R 1ㅩ fNa이므로秀
A 致取함수이다母

i 耽幹X
ex fit I f E 이므로 if 이지만ftp.HE이다

정의역의원소를찾아보여줌

Thin3.8

세보조함수이면 각XE lab에대해 it 王筑 세이고 i 王森十fix이다

Tina5 단조수렴정리단조증가수열단조감소수열에대한 수열의단조성 수렴성

1예이단조중개감소이고위아래로유계인수열이면 1예은수렴하고kadrisupAnita이다

A 집합1AnNEN1이위로유계이므로 완비성공리에의해크Supa
시 셔 Mates주어진임의의이에대해a LEAN스L인자연수N이존재한다

먀왜

y si My대
MN이면 LETAN스An L이므로 빠니 은이된다 itForeasydo
따라서 halitesupAn四



Tim3.8의증명

f가 Ab에서단조증가인경우

i X ElAb라하자 NECAXI이면 세K세 이므로
1세 t AX 이는위로유계인집합이다 supaaa.fm

Let
a ER

Clam煽拗一一a

d 慙寗 김
보10 켸 E19.71.1 st.AEAN X
08 71 X으로택하자 N이에 f X Xo이면제1E세 이므로 k X f X 에대해
柳一a tf ME afixK E
그러므로샗체 d四

i NENob이면세 I E fM이므로 1세 XEN blk아래로유계인집합이다
제兪加 枷 싸 PER

Clam 磊枷p
tao 케 E에 bi st Ak flE i 뵈0 ptElfMf.am웨Kf 71세 다택하자 기 X Not8 KM 이면세스세지이므로 세 f 세p돼지p수도그러므로샎웨 8曲

Corollary 사 AH에서단조증가챼이면 각X.EUb에서샗쉐 Supt베이세스웨이스intent미柳二筋AM

F가뻬에서如耕이면 각점에서Ab에서좌극한과우극한이주재하므로 f 각점심의 미에서유계이다

Deff

A R일때 fit점에EA에서유계이다
奸 朴JMA에서유계가되는 X를포함하는열린궤J가 째

d ii Ilemma At 뻬에서단조증가함수이고 A세 k b이면磊拗壬森웨

A 세지를택하자 TEN미이므로柳 工BAMbi세 따龍儡柳
19K1이므로 K 1스Suptlast웨 땸쪄샜FM

붸AM壬柑 스 ft fM 曲



단조함수는 너무불연속일수는없다

m3.9

fit labI에서단조함수이면 가산개의점에 Elab를제외하고는磊如가존재하고뱄세 세 I이다

단조함수이면불연속적가산개

Thief가19미에서단조증가인경우 If 단조증가 f 단조감소

Tim3.8과 Corollary에의해舜一枷스웨이드챘痂 베티Ab
집합D 9 의Ab 森和 鬼劤I를정의하자
XED이면儡一 二如二鼎웨이므로밿柳一一세이
주91.0D이면F는 에서연수이다

ClamD는셀수있는집합
함수9 D 를다음과같이정의하자 F A 가산집합 F H함수이면A가산집합
1Q가가산집합이므로9가 H함수인것을보이면D는가산집합이다

TED에대해筋一웨 hi磊十쎄되는유리수5 E1Q를택하여91 n
X teD이고지세 뱄웨蟲如이고森而 磊而
위의보조정리에의해鼎板丘森如 따라서이제다에痲拗 밳웨 hi9씨
측위지다9121 9는 H함수이고 집합D는셀수있는집합이다冊

Chapter4 ContinuousFunctions

4 I Continuity

Def4.1 연속continuity

사이에서연수 千姦拗圻加片褓二歌剡
Hello콰to s t.IMK8 1세세이1

주 I Ed.int즉코웨이 2王鼎拗 3 t 鼎折 을 며 만족해야한다 단하나라도만족X 불연속

사이에서연무X F는X에서불연수 discontinuous이다또는 fX에서불연속성discontinuity을갔다



9자 에서제거가능한불연무성을갖는다 조건이가불만족 removablediscontinuity

ie
石翅 褓 侈 檄 驗刈

Ttf
조지晫嗽값이 柳 蚓弛 1 조건3만주시주한값于歌剡

위씨 웨 F4X2 1 f는 에서불연속이다그이유 고야그에서의불연속성은제거가능 그이유

왜 FM dmf

a Yes 仁如늯 fm로정의하면연속이된다

위씨 枷二gnM l f는불역무 고갸O에서의불연속성은제거가능 그이유

왜
Fgf

Yes to에서施駙 驗
a Fo 제거불가능한불연속적위이티로정의하면 HR에서연수이다

새뭬웨가존재하지않을경우H X에서의불연무성은좀더본질적이다

사가싱에서유계가아님 lex ft H to

ft X근방에서진동 exgMin1처 to 1

3 에서세값이 jump lex 쎄 gn.to

ㅎ

4.3 柳一士

y

aii
샚쉐해고 옸웨디이므로크옸세 신계에서jump縣龍 쪄

o i
2HER 샜쎄 Rt 鼎州 K이므로尹衆吐 ftp에서jump불연수
3 F는정수가아닌모든실수에서연수이다



Def4.2

세싱에서단순불연무성1simplediscontinuity I제9종불연수성을갖는다 씌제거가능불연속또는점프불연무
제2종불연속성을갖는다 그외의모든불연속

Thin38

세보조함수이면 닥X ElAb에대해 it 王筑 세이고 i 王森十fix이다

자는X에서제2종불연속성을갖지않을

Thin3.9

fit lab에서단조함수이면 가산개의점에 Elab를제외하고는磊如가존재하고뱄세 세 I이다

모두점프붙연수 단조

QXH.tt 세 16 f裝竿 f는모든실수에서제 2종불연속임을보이시오

Soli벵ER 王鼎抽이고尹森洲이므로

Sh Thm3.6 紂咐 h仟趣
수있다a이고 tita Mi 인 1정의역에있는모든수열세시에대해
체에 가

Thin1.9 Thint.IO 유리수집합과무리수집합은R에서조밀하다

IThmi9 모든열린구간lab는적어도하나의유리수를
포함한다김을설정할수있는래 nao 실수집합의모든구간 I는적어도하나의무리수를포함한다

tea Xnto ti 祀仟 쎄 s l I s d ta f 무리수 f呱 so

跋鷄緋繇 훾 剡槌 훾
NENn ME愉川 꺠티냤la MEN tieN削

千旿 유리수 무리수

Thin3.6에의해尹鬼和



Then4.1

세X의적당한근방에서정의되었다
F가X에서연수 Nn X인F의정의역에있는모든수열 7에대해서서 서시

Thin3.6의확장 연수성 수열

To
崧枷 h仟趣
수있다a이고 tita Mi 인 1정의역에있는모든수열서서에대해
세에

서Afundamental limitthenon의결과
Thin4.2

t와g가 갸 에서연무이면ftp.fg도싱에서연수 fight 이면X에서역무

모든이항함수PNFatt at t it An은모든실수X에서연수
그렇다면t.ME謝의 연속성은 H기는체ERG1기H이에서역수이다

ThinH3 謝幹의연무성

fitX에서연수이고G가웨이에서연속이면 gofl171 g뼤는X에서연수이다

f 삐0이주어졌다하자

G가웨이에서연수 사세이 7 gMI gHNI 은이되는710째
At 에서역무 제 Kf 1세fix 1 7인 to존재
따라서1제이이 lgfml gfm.ME이된다

외4.5 쎄 1쩅 梵의연속성을조사해요

세함수1세는 0인모든실수에서연수 함수SME모든실수에서역무 I 먀쎄 meNThmH31합성함수의연무성에의해세는걔에모두실수에서연수

餓 淵 itName no 柳 俱fm 跏 喇

쪡후 旨蠶me
그렇다면에다에서웨의역무성은 臼밿세 A o

i퓠맹세n 게에서雖編



0X4.6 柳二t.int의 F에서의연속성을조사하시오

811Thm4.2와Thin4.3에의해웨는 T에서불연속이다
SM11세우 to이모든실수에서연속a X는모든실수에서역무 柳勿은 H인모든실수에서연수
ifweextend f bydefiningflow then f is anti.at

0Def43우연수

사잉에서우연쉬rightcontinuous at X 蟲洲 一枷
ft X에서좌역쉬leftcontinuous at Xo 舜一和 웨이

사 X에서우연목이기위해서는EhX.tn에서정의되어야한다 1710

와 A에서좌연무이기위해서는 ftp.N에서정의되어야한다 770

Than3T의연장선으로 세 에서연무井幷 X에서좌우연수

1자 에서연무 筋拗 Not flint
극한과함숫값의순서를바꾸어도괜찮쎄 Imf

고립점에서의연속성

Def고립점IisolatedpointI

젅X.EE가 E의고립점 크810 St 1thK8 XE가仁椎이다

IN
fi 門 峀鹵 f

f 바刪如 라하자
MENg삐nA磵匕

Def 고립적에서의연무성

1자 에서역무升烱柳二枷
H ti 카 to s.tl쎄 K8 1웨세기 E

여기에서자가고립점이면즉X Edont고립점 1세 웨이like

예E10 I I이고f Et R가세대로정의되었을때 1 0EE에서 1연속성을조사하시오
AtE에서F의연무성을꽤히시오

1 2 非 E의고립점이므로K 에서연무이다



임의의양의실수E에대하여ME이되는충분히큰자연수N을택하여 f 10로들으면
마이A가성립하면서XEE인점들의집합 10 t NE I it 枾油
사이 f HE 이면1세 9개1 1쎄 Nk

4.2Propertiesof Continuous Functions
Lemmat fitTo에서연속이면 F는X에서유계즉 F가 N f Xt f에서유계인8개가존재한다

A 세 에서연속이면 E1에대하여a 71 Not It81이면1세 세이K1이되는flo가존재한다
따라서삼각방식에의해 1세1 197세 1 1세 HAN 1 베티 tf if 恤

Lemma fit 에서오른쪽연무이면 fit데 tt8에서유계인810가존재
fit 에서왼쪽연무이면 fit tf 에서유계인810가존재

Thin4.4

f가유계琡弛 FabI에서연수이면A는Fab에서유계

PG LemmaK에의해 f는각HEAD에서유계 IQb는컴팩트집합이므로a
Thin3x나가모두점71 A에서유계이고A가컴팩트집합이면F는A에서유계이다I에의해 Iab에서유계

Corollary fit R에서연속이면 F는모든유계집합BCR에서유계이다 昑幹ft E 朔們 2에서유계이다

연무함수의최대값최소값 함수가최대최솟값을갖는정의역의秋浸 찾는것이중요

의4.8 柳一一T on10.21에서연무이다

샤애지터에 대 꺄 ite on O f 10위에서유계
하지만 1정의역인 0리에세 FH.tk 0인 X과X가존재하지않는다

왜4.9 而二 빼 on R

i뻂햢 俳 炷 만족하는 slitMap쎄ㅕ 먀 it劤二ㅓ 하지만

X과 X가존재하지않자



At ex4.8 ex49 의사10
0X4.10 세이Y 恣凹 정의역 연속성 함수의유계성

ii세다 D에서의연무성 j 蠶弛
에서불연속

다 D에서f는유계함수인가 부 무한구간

샤SuptFo 劤二 I 꺄 itXEEo.ph 0
3 AF inftp.o.is세인기가Fo I 에존재한가 닝蠶邢No

tㅆ5 최대최소값정리 Extreme valuetheorem

At Iab 에서연속이면모든XELA.li에대해AT스웨스A1이성립하는X과X가
정의역다D에존재한다 i즉M대지이고꺄웨이이다

pfl fit ab에서연속 K Fab에서유계 Msupeabjfm.meiteats세존재
M을함숫값으로갖는정의역의원소가없다고가정하자 SupposeMisnotassumed
그러면베타a.fi.fmM이되어다음과같은新捏정의할숨있다 GiaD R gM 1사세
JMYO 베타ab이다Than4.4에의해베EFab GM스R가되는鈐枷가존재한다
AXEIab 杜拗 사체 사체2YEN 세스M1R 이는모순이다 iMsina.bg웨
그러므로 枷二M인XEIab가존재한다 T상한이되어버린每
마찬가지로 Suppose mismtassumed하고 보조함수枷一 베개으로설정하여증명하면된다a

Lemma3 한점에서旿 그적당한구간에서양수

F가 X에서연무이고세So 베타가S X tS 웨 K웨이 0인870가존재
fit X에서역수이고 웨so 베티가 f.X.tfl.fm KA 0인 fSo가존재

pfi잉에사가연속이다 의정의를시용할때 E k 71.110로하면
베티 tf X.tfl.AMftp.ll E k세이이되는8가가존재
K웨이 웨 웨이 ANI IfNot 쎄 end 이 k71IAM베티가 f.tl f 圃

LemmaH

Hto에서우연무이고세이90이면HE뎅 X.tfl.fm Ikfix.IN인810가존재
사이에서우 역무이고웨이 0이면ME뎅이HI 쎄 K웨이 0인8 가
사에에서마 연속이고세이10이면베E tf No 체 K웨이10일 8 가존재
싸 to에서파 역수이고fixKo이면베티X f fm kfNo 0인810가존재



Tim4.6중간값정리 Intermediate valuetheorem

와 Iab에서연무이고kitflat와세시이의값이면 ta k인 CE la미가존재한다

昕 fan k 웨인경우
ft Iab ge劤一k로정의하자그러면g미래에_kto.glb 二劤 k 0이다
c supIXELab GNN이로정하자 朔慨구간 B로위로유계 sup존재

와 Iab에서역수이므로 Lemma시에의해 SM10 tt Id af I 8.10
91 HE b d D fH

A C b
또한Caleb이면gmt이다 EsupleIab g매이
그러므로밾gMEO이고G의연속성에의해Get샖g메 0이다
Me이면서Xn TC이고G매10인수열休佳 Iab에서택하자 E SpleFaN g매이때문에저런休住선택할수있다lg는C에서연무이므로gNnl ight 따라서gato이고gas 이므로get0이다
즉fm R이다曲 yx

fm

off요

f Y Xo

EMI 함수쉐ㅕ걩 탏 는중간값정리의결혼을만족하지않음으로보이시오

H Y F IOD에서유계이지만연무은아니다 에서불연무混城세이
샤2이고Mio if이다이고웨지이지만예를들어H계이되는 CE101가존재

Xiii
중간값정리의첫번째응용 고정점정리 Fixed Pointtheorem

4hm4.7 고정점정리FixedPointTeam

ft tab에서연속이고 베타AD에대해face ah이면 忙고정점을갖는다
즉 세계 가되는NoELAb가존재한다



pflfinraOR柳功인경우 고정점정리의쪙 9세의 야웨다 ㆋ
finna이고세 b인경우 눘따Ts
KIAb에대해 秋二劤 X로정의하자
그러면g미래에a 10 이고9Lb H b 0이고G는 대b에서연무이다
0은 Iab에서함수G의중간값이므로중간값정리에의해GN.IN이되는X E lab가존재한다그러면It계이다

TNmtf7tIa.bMMIl0i
MI.fEIab에서증가챼이거나取許이다

fl ft H이므로세자베이다
세사비인경우 만일세 Iab에서증가턔가아니라면 Nik이면웨 그세리인MikeTab자존재

F는 H이므로세자매이어야한다 ya
a쎄개미인경우
REA 웨 을택하자 그러면REIf에fm 이므로중간값정리에의해
批仁R가되는9 19 tl이존재하고 fatR가되는도의에bl가존재한다
그런데 94G이므로F가 H이라는가정에모순이된다 ta

o
b쎄 9개인경우

拓咐 綎 engineers

竇戀 a.ie

杜內加 제1을택하자그러면RE웨이fm이므로중간값정리에의해 Y

ate 이므로fitH이자는7명에모순이된다b
따라서 E Fab에서증가許叱麵 쎄

세사비인경우 감소함수를보이게됨 I in a a a

ConHangAthin4.6 fit Iab 에서상수함수가아닌연무함수이면 tl 치역을FmMI이다
이때샤해지다a.bg 7 i Mitta b f에

pflThan4.4 크mM 연무 유계지완비성공리
Than4.5 ㅩ 7k Iab 岵 枷ㅖ 枷二m and ma
Thin4.6 베티mM 71EN N St세계
i ImM은 1 치역이다一四

fit A에서 H함수이면 fAl에서정의된함수서가욘재하고 F는AA에서 H햬이며외의치역은A이다



Tim4.9 MM

싸 tab 에서 H이고연무이면T는 ImM3에서연무이다

A ft imMI Ia D는잘정의된well defined 시함수이다
if

Ia 쉐셰 곰 i
임의의YoE Im N를택하자수열仙佳 리n 개이 ImM3에있는수열이라하자
연속성점별성질이므로정의역전체에서연무성을보이기위해정의역의임의의幷嗟택하여연무임을보이자

Claimflynt if재이 서이나에서연무임을보이기위함

Mnl h Fl 23 5생F 로놓고91n 4 라가정하자
그러면적당한do에대해무한개의자연수N에대해Mr씨노도이된다
NET이그에되는17세의부분수열爪們을택하자
9썌는유계수열이므로수열에관한BW정리에의해I유계인수열은千離咫수열을갖는다1NM는수렴하는부분수열을갖는다
I 수열을세M이라하자 hitHE.tnEN이고 ice Iab at 이다 Hi개그도
에서 A연수이므로fri I fit
그런데 1세기은이세기의7미의부분수열이고Yn Y스웨이이다 ifKIANI
이는fit It함수지수정리의가정에모순이되므로1여 인데우야세이 가 3 여야한다
즉 fMal I fly I 그러므로이는ImM3에서연속이다幽

f Iab에서H연무

柳石
59미에서증가함수다Me웨 Met

늑T.fm.fmD에서H연수

f Iab에서耿許 mefast샤워에
다fkt.fm.fm에서T1역무

Def

Iab에서정의된許朴 Iab에서중간값성질을만족한다
奸 水K인모든711.7k Fab 와 세 과세 씨의모든R에대하여 fast 되는Cena개가존재한다

Than4.6은함수朴 姸抵구간에서연수 재만주 역은성립하지않는다
반려B웨이ㅹ쟪 HE 중간값성질은만족하지만 to에서제2종불연수전을가진다

Thin4 io 煎
沁

offiah에서班 跳誥 昑湘 段 拗 附 趙 蝸珪 斯 弑 쎄

劒炅 忍凸

교
pfl AXE Iab에서 聆歇수점을갖는다하자그러면翡十웨 T웨이또는쌨fm fNoll또는둘다
舜十柶 K웨이인경우 it f의외숙불연무점이므로 k실수이다



야자에 tl to라하자
그러면 XEN tf I 다 쎄UKM가되는flo가존재 FM At

한편웨이 let예이다 에티 fl이면쎄 세 YEAH세기C 1세웨이를택하자
그러면세대가되는X티 에이존재하지않는다 i KN 지 세dtaI
따라서 f는 Iab 에서중간값성질을만족하지못하게된다 臧旿명제

Tim4.11

fit IAD에서 H이고중간값성질을만족하면 F는Iab에서연수이다

pf


